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RESUMO

Existem inumeros programas de computador que realizam praticamente todos os célculos de
Engenharia Civil. Normalmente, tais programas mostram somente os resultados finais ou alguns
passos para se chegar até eles. Neste contexto, foi criado um grupo de pesquisa (chamado NEVE,
cadastrado no CNPq) para criar programas que nao so facam célculos, mas que demonstrem todo o
procedimento realizado. Levando em consideracdo a evolugdo tecnolédgica, o desenvolvimento dos
aplicativos é feito na linguagem HTML/Javascript, que pode ser estudada em Wa3... (2015),
permitindo a disponibilizacéo on-line, numa pagina de internet ja criada (http://vtp.ifsp.edu.br/nev/).
Como resultado final desta iniciacdo cientifica, foi criado um programa que calcula o Circulo de
Mobhr, que pode ser estudado em Beer (2011) ou em Hibbeler (2010), para quaisquer estados de
tenséo e deformagao.

Palavras-chave: Circulo de Mohr, pagina de internet, programa de computador.



ABSTRACT

There are manysoftwares that perform almost all calculations of Civil Engineering. Typically, such
programs only show the final results or some steps to get to them. In this context, a research group
(called NEVE, registered in CNPq) was created to develop programs that not only do calculations,
but demonstrate the whole procedure performed. Taking account of technological evolution, the
development of applications is done in HTML / JavaScript, which can be studied in W3 ... (2015),
allowing availability in a web page already created (http : // vtp.ifsp.edu.br/nev/) . As afinal result of
this scientific research,a program that calculates the Mohr Circle, that can be studied in Beer (2011)
or Hibbeler (2010), for any stress and strain valueswas created.

Keywords: Mohr Circle, web page, software.
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1. INTRODUCAO

Existem inimeros programas de computador que realizam praticamente todos os calculos de
Engenharia Civil. Normalmente, tais programas mostram somente os resultados finais ou alguns
passos para se chegar até eles. Neste contexto, foi criado um grupo de pesquisa (chamado NEVE,
cadastrado no CNPq) para criar programas que nao so facam célculos, mas que demonstrem todo o
procedimento realizado. Levando em consideracdo a evolugdo tecnolégica, o desenvolvimento dos
aplicativos é feito na linguagem HTML/Javascript, que pode ser estudada em W3... (2015),
permitindo a disponibilizacdo on-line, numa pagina de internet ja criada (http://vtp.ifsp.edu.br/nev/).

Neste contexto, esta pesquisa propde a criacdo de um programa que calcula e desenha, com
a geracdo de relatério em pdf contendo todos os passos dos célculos, o Circulo de Mohr para
quaisquer pares de tensdo e deformacéo nos Estados Plano e Geral.

Quando se calcula a tensdo num determinado ponto de um elemento estrutural, a principio
faz-se considerando um plano perpendicular a forca atuante, gerando uma tensdo normal (o), € um
plano paralelo a forca atuante, gerando uma tensdo tangencial ou cisalhante (t). Para o
dimensionamento da regido do elemento estrutural, essas tensbes ndo sdo suficientes, sendo
necessario calcular as tensbes principais naquele ponto, que s a maxima e a minima tenséo
normal a determinados planos inclinados em relagdo ao plano perpendicular a forca atuante (planos
principais).

O chamado Circulo de Mohr é justamente uma representacdo grafica das tensbes que
ocorrem num determinado ponto da estrutura, em todos os seus planos inclinados. Conforme Beer
(2001), o Circulo de Mohr se baseia em consideracbes geométricas simples, possibilitando
visualizar graficamente o estado de tensdo num determinado ponto de um elemento estrutural, o que

levara ao posterior dimensionamento do elemento.


http://vtp.ifsp.edu.br/nev/

2. REVISAO DA LITERATURA

Na Engenharia Civil, as estruturas devem ter estabilidade, resisténcia e seguranca, além de
serem economicamente viaveis.

A Resisténcia dos Materiais, segundo Hibbeler (2010), € um ramo da mecéanica que estuda
as relacdes entre as cargas externas a que um corpo deformavel estd sujeito e a intensidade da
resposta do material por meio de forcas internas. Esses estudos proporcionam equagdes que

quantificam as tensdes e as deformacdes desses corpos quando submetidos a forgas externas.

2.1 Fundamentos de estatica

Segundo Hibbeler (2010), para se manter estavel, uma estrutura precisa que os diversos
momentos e forcas que agem sobre ela se equilibrem de maneira a se anularem vetorialmente (em
intensidade e direcdo), como representado na Eqg. (2.1), ou seja, um corpo pode estar estatico se ndo

atua sobre ele nenhuma forca ou momento ou se suas forcas e momentos se compensam.

SF=0;EM, =0 (2.1)

onde Fsdo forcas que atuam no corpo (peso proprio, vento, etc.) e Mysdo todos os momentos
(definidos por Fxd, “for¢a vetorial distancia de um eixo “O” de rotagdo”) de qualquer eixo dentro
ou fora do corpo. Quando se trabalha com estruturas tridimensionais, devem-se especificar as forcas
e momentos proprios de cada direcdo (Eq. (2.2)), fazendo com que as forcas sejam decompostas em
componentes na dire¢do X, y, e z, e 0S momentos sejam dados em relacdo aos eixos cartesianos.
Assim, resulta:

IF, = 0; 3F, = 0; IF, = 0; M, = 0; =M, = 0; M, = 0; (2.2)

2.2 Tensao

Considera-se a Figural, que sera dividida em areas AA cada vez menores, admitindo que o

material é continuo (uniforme e sem vazios) em vez de composto por um numero finito de



moléculas e 4tomos distintos, e que ele é também coeso (sem desconexdes que comprometam a
analise). A essa area 44 pode-se associar uma forca AF finita, porém muito pequena. Substituindo
essa forca infinitesimal por componentes em x, y e z dos planos cartesianos, obtém-se AFy, AFy, AF;,

referentes as direcOes X, y e z respectivamente.

Figura 1 Forcas numa area infinitesimal. Fonte: Hibbeler (2010).

A medida que AA tende a zero, 0 mesmo ocorre com a forca AF, de modo que o quociente
entre a forca sobre sua respectiva area tende a um limite finito. Dessa forma, define-se tensao
considerando que uma area muito pequena estara submetida a uma forca proporcional de modo que
todos os quocientes das forcas infinitesimais pelas areas em que atuam tendem a um resultado

uniforme (Figura 2).

Figura 2 Componentes da tensdo encontrada numa face. Fonte: Hibbeler (2010).



2.2.1 Tensdao normal

A intensidade da forga normal por unidade de area é denominada tensdo normal o (sigma), e
dada pela Eq. (2.3).

AF,

2 (2.3)

o = limyp -0

onde AF,é a componente normal da forca AF em relagdo ao plano que contém a area 44, que € de
tracdo ou de compressao.O indice z indica que a forca tem direcdo para fora da area e é paralela ao

eixo z.
2.2.2 Tensao de cisalhamento

A intensidade da for¢a de cisalhamento por area, que age tangente a AA, é chamada de

tensdo de cisalhamento t (tau), e é dada por duas componentes segundo o conjunto de Eq. (2.4)

AF, , AF,

Ty = limpp 0

O indice z em ambas as componentes de cisalhamento indica que o plano da area é
perpendicular ao eixo z, e 0s indices que seguem a ele indicam as direcdes das componentes (na

direcdo de x ou na direcéo de y).

2.2.3 Estado Geral de tensao

Se, a partir da Figura 2,delimita-se um elemento de volume com faces perpendiculares aos
planos x-y, x-z e y-z, de maneira a formar um cubo infinitesimal, tem-se seis faces que apresentam
as mesmas componentes da face superior do cubo, que foi analisado anteriormente.

O cubo possui componentes normais perpendiculares as suas respectivas faces e componentes de

cisalhamento tangentes a elas, como ilustra a Figura 3.



=

Figura 3: Estado de tensdo em um cubo em torno de um ponto. Fonte: Beer (2014).

Este cubo representa o estado de tensdo em torno de um ponto do corpo. Ele possui, portanto,
seis componentes normais e doze componentes tangentes aos planos. Aplicando as equacdes
fundamentais da estatica, temos que, no caso das tensdes normais, as tensdes de faces opostas se
anulam, e no caso das cisalhantes, uma tenséo cisalhante da face adjacente anula uma tenséo da face
vizinha. Desse modo, consideram-se as tensdes de apenas trés faces concomitantemente vizinhas, ja

que representam a mesma situacao das outras faces em modulo, variando apenas os sentidos.

2.3 Circulo de Mohr de tensoes

2.3.1Transformacéo de tensdo no plano

Segundo Hibbeler (2010), o estado geral de tensdes, que tem seis componentes
independentes de tensdo normal e de cisalhamento que agem nas faces de um elemento do material,
€ muito pouco usado na pratica da engenharia, onde simplificacdes e aproximac6es permitem olhar

0 elemento de uma forma bidimensional (um plano com tens6es coplanares), conforme a Figura4.
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Figura 4 Simplificacé@o das tensdes para o estado plano. Hibbeler (2010).

Dessa forma, o estado geral de tenséo no plano (ou estado duplo) pode ser representado com

duas componentes de tensdo normal,o, € g, € uma componente de tensdo de cisalhamento,z,,,, que

Xy
agem nas quatro faces do elemento consideradas em plano. Se sdo definidos, para efeito de analise,
as direcOes x e y dos eixos coordenados para um objeto sujeito a certas tensdes, e muda-se a
orientacdo do plano cartesiano, pode-se notar que o objeto estarad sujeito a novas tensdes.Hibbeler
(2010) define: “o estado plano de tensdo em um ponto é representado exclusivamente por trés
componentes que agem sobre um elemento que tenha uma orientagdo especifica nesse ponto”, ou
seja, as tensOes sao dadas em relacdo aos eixos coordenados e, caso haja uma inclinacdo na sua
orientacdo, haverd uma modificacdo na quantificacdo das tensdes ao redor do mesmo ponto.

Tendo-se inicialmente um estado plano de tensGes conhecido, deseja-se analisar o
comportamento das tensdes se 0s eixos de referéncia sdo modificados.

Por convengdo, “tensdo normal positiva age para fora de todas as faces e tensdo de
cisalhamento positiva age para cima na face direita do elemento” (HIBBELER, 2010). Essa
convencdo ajuda a entender melhor o sentido da tensdo no elemento considerado.

A partir dos eixos coordenados x e y, gira-se num angulo 0, gerando novos eixos

coordenados X' e y', que serdo usados na analise de transformacéo de tensao do plano (Figura 5).

Figura 5: Mudanca dos eixos de referéncia. Hibbeler (2010).



Para determinar as tensfes em termos de x' e y', faz-se um corte no elemento com inclinagao
0, de modo que os eixos X-y e x'-y' coexistam, orientando suas respectivas faces e formando um
triangulo retdngulo. A face gerada pelo corte e orientada pelos eixos X' e V', de area AA, esta
inclinada em um angulo 6 em relagdo com os planos orientados por X-y, OuU seja, pode-se relacionar
as areas das faces orientadas por x-y com a area AA. Dessa forma, tem-se que as areas das faces

desse triangulo sdo AA, AAcosf e AAsen® (Figura 6).

— Txy
e -
Siitisiiit : N
Ihite 2 o,AA cos ) -—=g
i‘» 512 o, 0}/ i
ESi it TyAAcos§ ¥ [Friiiis
]

I’} 54; T,y AA sen @

o,AAsen 6

Figura 6 Areas em func&o de AA. Hibbeler (2010).

Como as tensdes nos planos atuantes nas faces de area AAcos6 e AAsen6 sdo conhecidas,
podemos determinar as forcas atuantes nessas regides, fazendo o produto das tensdes pela
respectiva area de atuacao. Fazendo o diagrama de corpos livres e usando as equacdes fundamentais

da Estatica com referencial em x'-y'(Egs. 2.5 a 2.10), podemos obter as tensdes a,' € T,

SF. = 0; (2.5)

X

o, A4A - (6,4Acos6)cosO - (‘L’xy AAcosf)send — (t4yAAsenB)cos6

— (0,4AsenB)cosf = 0 (2.6)
0, = 0,c0s*0 + o,sen’d +1,,(2senbcosh) (2.7)
SF. =0 (2.8)

T,y 44 + (TxyAAsenB)senQ - (ayAAsenH)cosé) - (TxyAACOSH)COSH
+(0,4AcosB)send = 0 (2.9)



7'y = (0y- 0y)senfcosd + 1., (cos*6 - sen0)

_ (1—cos28)

. e cos?6 =

Usando sen26 = 2senfcos6, sen?6

A (ox +0y) (0x

_Uy)
+ . cos26 + t,,sen26

T, = — @senZO + T,y 0526

(1+cos28),

(2.11)

(2.12)

(2.10)

Para obter a tensdo normal na direcdo y', pode-se substituir 8 por 6 + 90°, ja que essa é a

abertura entre 0 eixo X' e y":

. (ox +Uy) _ (Ux_ay) _
o, = . > cos260 — t,,sen26

(2.13)

Para determinar o angulo onde as tensfes sejam maximas, basta derivar as expressdes em

relacdo ao angulo 0 e as igualar a zero. Dessa forma obtém-se:

T ~ o ~ . -
tg20, = Wpara a tensdo normal méaxima (tenséo principal)
2

(ox _Uy)
tg20, = —u para tensdo de cisalhamento maxima

Txy

(2.14)

(2.15)

A partir das equacdes acima, podem-se formular as duas ilustracdes abaixo (Figs. 7 e 8).

Figura 7 Representacdo da tangente do angulo de maxima tensdo normal.Hibbeler (2010).



Figura 8 Representacdo da tangente do angulo da tensdo maxima de cisalhamento. Hibbeler
(2010).

Encontrando, a partir das figuras 8 e 9,0s respectivos valores de sen260 e cos26 e substituindo

nas equacdes de origem, obtém-se as condi¢des de tensdes maximas:

(0 +0y) (0x — 0y)]?
012 = Tyi \[[Ty] + Txyz (2.16)

(0x —oy)]
Tmax no plano = \[[Ty] + Txyz (217)

E, substituindo os valores de sen26s e cos26s na Eq. 2.11, percebe-se que, no ponto de tensdo de

cisalhamento maxima, existe tensdo normal, quevale:

Omea = 2222 (2.18)

Construcédo do Circulo de Mohr

O Circulo de Mohr é uma ferramenta grafica desenvolvida pelo engenheiro alemédo Otto
Mohr. Segundo Hibbeler (2010), é usada para facilitar a visualizagdo da “variagdo das componentes
de tensdo normal e de cisalhamento o, '€ 7,,’a medida que o plano em que elas agem € orientado
em diferentes direcoes”.

Para eliminar o pardmetro 0, deve-se reescrever as Equacdes 2.11 e 2.12da seguinte forma:

g = (ox +ay) _ (ox

. - _Zay)COSZH + T,y sen26 (2.19)

7,y = <2520 + 100520 (2.20)



Elevando ambas ao quadrado e somando-as, obtém-se a seguinte expresséo:

(o0 - %)2 +1,,% = (%)2 + 1,2 (2.21)

Usualmente, os valores de o,,0,e T,,sd0 conhecidos e constantes, o que leva a forma:

(o—x, - méd)2 + Tx,y’2 = R? (222)

Oxtoy
2

raio R :\[(%)2 + Ty 2,

Para iniciar a construcéo do circulo, primeiramente deve-se tomar um ponto de referéncia A,

onde g,,69 =

_ 2
eR = \[(%) +17,,2, que é de um circulo de centro ( gyq, 0) €

onde x —y coincide com x' — y' de maneira que 6 = 0°, 0,’ =0,€ T,',' =Ty, de maneira que

A = (0y, T,y ). Apartir desses dados pode-se construir o seguinte Circulo:

Figura 9 Circulo de Mohr para tenséo no plano. Hibbeler (2010).

Caso o corpo seja submetido a apenas uma tensdo normal o,, podendo se resumir a um

problema unidimensional, a Equacéo 2.21 podera ser escrita como:

(0 = 3) +ry2=(3) @21

Esta equacdo representa o seguinte Circulo de Mohr:



L %_n:c:m

A

Figural0O Circulo de Mohr para tensdes unidimensionais. Fonte: Mascia (2006).

2.3.2 Exemplo de construcdo de Circulo de Mohr para oEstado Plano

A seguir, apresenta-se um exemplo numerico da construgédo do Circulo de Mohr, conforme
Hibbeler (2010).

Dado que um elemento estd submetido a tensées, como mostra a Figura 2.11, construa o
circulo de Mohr.

90 MPa
A

—F—> 60 MPa

20 MPa

Y

Figura 11 Condicdes do elemento. Fonte: Hibbeler (2010).

Calculando as tens6es normal média, principais e maximas cisalhamento:

—20 + 90
Omes = ———— =35 MPa



—20 490 —20 — 70\°
01 = 5 + ( 5 ) + 60%? = 0, = 116,4 MPa e 6, = —46,4 MPa

—20 — 70\? )
Tmax = (—2 ) + 602 = 81,4 MPa

=~ O circulo possuird um raio R = 81,4 e centro C (35,0).

Para indicar o estado inicial do corpo, deve-se encontrar um dos angulos para onde ha tensao

maxima (seja normal ou de cisalhamento).

(-20-90)/2 _ . _ [ (-20-90)/2
60 s = aretg 60

tg26, = — l =42,5° = 0, = 21,3°

=~ O estado inicial do corpo se encontra a 42,5° do ponto onde a tensdo de cisalhamento é
maxima.

A partir das informacdes anteriormente apresentadas pode-se elaborar o seguinte Circulo:

’ . o (MPa)

7
/
i

60 X
‘ /] s, 81,4
e

| \ -l i a
20 E

7 (MPa)
Figura 12 Circulo de Mohr.Fonte: Hibbeler (2010).
Pode-se também calcular o angulo entre a tensdo normal maxima e o estado inicial do corpo:

60 . t 60
= =
(—20 — 90) /2 I =20-90)/2

tg26, = = 26, = 47,5° = 0, = 23,7°

p

2.3.3 Estado geral de tensdo

Hibbeler (2010) ilustra um estado geral (Figura 3) que possui seis componentes normais e

doze cisalhantes que, através de um processo descrito posteriormente, pode ser representado apos



uma mudanca adequada nos eixos como um estado triaxial, onde o objeto passa a estar sujeito a
apenas forgas NOrmais 0,4y, Oint € Omin,que S0 equivalentes ao estado primeiramente apresentado

(Figura 13).
T)
D
o ~— 1
R )
w‘/ iR / N
Bi Z=0 L .
\ a
\j‘ = b4 /
\\\ \\. e /;/
4 B
==
=
i g a

Figura 13 Circulo de Mohr geneérico do estado geral .Fonte: Hibbeler (2010).

Apesar de cada um dos trés circulos apresentarem uma tensdo de cisalhamento maxima, e-
xiste uma tensdo de cisalhamento maxima absoluta 7, ., 4., que descreve a maior tenséo cisalhante
que o objeto tridimensional pode estar sujeito. Pode-se equacionar entéo:

(2.22)

Omax " Omin

Tabs max = 2
_ OmaxtOmin 223
Oméd = — 5 (2.23)

CALCULO DAS TENSOES MINIMA, INTERMEDIARIA E MAXIMA

Segundo Mascia (2006), o problema de encontrar as tensfes principais hum estado geral de

tensBes consiste em resolver o seguinte determinante:

o, -6 Ty 7o
G, O,=0 T, |=0
O xz Ty Oz- (2.24)

A expansédode (2.24) leva a uma equacéo do 3° grau do tipo, conforme Mascia (2006):



o 16" +1,6-13=0 (2.25)

A resolugdo da equacédo (2.25) resulta em 3 valores o, sendo 0 maior o3, 0 intermediario o

e 0 menor c3. Cumpre notar que os parametros “I” necessarios na equacao (2.25) sdo os chamados

INVARIANTES DE TENSAO e sio dados, conforme Mascia (2006), por:

I,=0,+0, +0:

(2.26)
y, 2 2
[,=0,0,+0,0,+0,0, =T =T =T ) (2.27)
J.'I.' T Y T X
I3=det| 7,y Oy Ty
Ty Ty O,
oo (2.28)

Laier e Barreiro (2001) apresentam as chamadas FORMULAS DE CARDAN, uma forma de
resolver equacdes de 3° grau do tipo da equacdo (2.25). Segundo esta teoria, genericamente, se quer
encontrar as raizes da seguinte equacao:

x> +a*x*+b*x+c=0 (2.29)

O primeiro passo é calcular 2 parametros chamados R e Q:

* * a3
R:%*(bBa—c-Z; j (2.30)
1 .(a? ?
Q= E*(?_bJ -R? (2.31)

p=+R?-Q? (2.32)

¢ =arc.tg (9] (2.33)



O terceiro passo é calcular 3 parametros chamados y;, Y- € Vs:

y,=2*3p* COS@] (2.34)
y, = 2*%*003(%) (2.35)
y,=2% %/; * cos(%j (2.36)

O ultimo passo € calcular as trés raizes da equacdo X1, X, € Xs:

X, =Y, — 3 (2.37)
a

% =Y, 3 (2.38)
a

Xy =Y, -3 (2.39)

Laier e Barreiro (2001) apresentam um exemplo numérico, reproduzido a seguir.

Num dado ponto de uma estrutura sdo conhecidas as componentes do estado de tensdo, ou

seja:
o, = 0,3 tf/cm? o, = 0,7 tf/cm? g, = 0,8 tf/cm?
Ty = —0,4 tf/cm? Ty, = 0,2tf/cm? T, = 0,5 tf/cm?

Pede-se, em primeiro lugar, as tensdes principais e as direcdes onde ocorrem; em segundo
lugar, sabendo-se que se trata de material elastico, linear e isdtropo, comE = 2 x 103 tf/cm? e
v = 0,3, pedem-se as deformac@es principais.

Pois bem, de (2.24) tem-se:

03— o, —04 0,5
det| —04 07— o, 02 |=0
0,5 02 08— o,



ou seja:
oy — 1,802 + 0,560, + 0,227 =0
De acordo com a forma canonica tém-se, entéo:
a=-1,8
b=0,56
c=0,227
e, com isso, de (2.30) e (2.31), tém-se que:

_ 3
0,227 - 22

Rl [0,56(—1,8)
2 27

(G L 3 ,
Q= \/27[ 3 0'56] (=0,655)% = 0,0303

Como esses valores, (2.32) e (2.33), tém-se:

p = /(=0,0655)% + (0,0303)2 = 0,0722

00303 . , o o
tgh = == - 6 = 155,2° (~24,8°)

Finalmente, de (2.34) a (2.36), tém-se:

23/0,0722 cos (@) = 0,516
3

V1
y2 = 23/0,0722 cos (**522) = 0,308

= —0,824

y; = 2400722 cos (*522)



E das equacdes (2.36) a (2.39), tém-se as raizes:

o1 = 1,116 tf /cm?
g, = 0,908 tf/cm?
03 = —0,224 tf /cm?



2.4 Deformacéao

Segundo (HIBBELER, 2010) os materiais sofrem mudancas em seus arranjos conforme séo
submetidos a forgas. Essas mudancgas podem ser visiveis (como um elastico) ou quase insignifican-
tes (como um edificio com mais pessoas do que o usual caminhando dentro dele). Verifica-se mu-
dancas de volume e forma, que podem ser medidas em laboratdrio e relacionadas as cargas que fo-

ram submetidas.

2.4.1 Deformacao normal

Segundo (HIBBELER, 2010), chama-se deformac¢do normal o alongamento ou contragédo de
um segmento de reta por unidade de comprimento. Quando um objeto (Figura 14) é submetido a
forcas, um segmento de reta fixo de comprimento ASé deformado com o restante do objeto até atin-

gir um novo comprimento AS'.

(a) (h)

Figura 14Deformacdo devido a uma carga normal. Fonte: Beer et. al. (2014).
A variacdo de comprimento que sofreu é dada por:

(4S' - 4S)
Eméd =~ ps (2.40)

onde &,,¢4(epsilon médio) é a deformagdo normal média, lembrando que esses valores referem-se a

distancias infinitesimais.



2.4.2 Deformacao de cisalhamento

Segundo (BEER e JOHNSTON, 2014), quando um objeto cubico infinitesimal esta sujeito a
forcas de cisalhamento, este é deformado formando um paralelepipedo obliquo. A figura 15mostra a
atuacéo dessas tensdes nas faces com orientacdo positiva de x e y.

1 $ 7y v

[
Figura 15 O efeito de tens6es de cisalhamento. Fonte: Fonte: Beer et. al. (2014).

Essa deformacéo provoca uma reducdo no angulo formado pelas faces cuja orientacao é po-
sitiva nos sentidos X e y respectivamente, e um aumento de igual intensidade nos angulos restantes.
Essa deformagdo angular, chamada de deformagéo de cisalhnamento y,,,, € € dada em radianos. Co-
mo a deformacdo é negativa no angulo formado pelas faces orientadas positivamente pelos eixos,
essa deformacdo é positiva.

Quando houver tensBes de cisalhamentos em outras dire¢6es a deformacédo de dara de forma

analoga, obedecendo os devidos referenciais.

2.5 Circulo de Mohr de deformacoes

2.5.1 Transformacdes de deformacao no plano

Considerando apenas as deformacgdes em estado plano, ou seja, uma situacao que possa ser
representada, sem prejuizo, bidimensionalmente, de maneira geral tem-se as deformacgdes normais
& €&y, € as deformacao cisalhante y,, . Para analisar essas deformagdes sdo estabelecidos eixos
coordenados x e y,usados para referenciar a atuacdo de cada deformacéo, e é tomado um elemento

de volume infinitesimal cubico de aresta AS. Com a atuacdo dessas deformacdes, esse elemento de



volume € transformado em um paralelogramo de arestas de comprimentosAS(1+e,) e AS(1 + &),

que forma angulos % —Yay © % + y,, entre si (Figura 16)

Y Y
As| Qe
As
@] X O x
Yy Y
\ 0 he \ As (1 +e€,
| 1 6 v.:‘ \ .
A\‘\ ./7 \ “ g —% ] ')
o As x \‘,‘ :
# f \ t ()

0O X O L

Figura 16 Giro dos eixos de referéncia. Fonte: Beer et. al. (2014).

Beer et. al.(2014) analisam as componentes da tensdo quando 0s eixos coordenados sdo
deslocados em 6 graus, gerando as novas referéncias x’e y’. Dessa forma, o deslocamento gera uma

deformacéo especifica £(8), como na figura 17.

Yy
0 As B
v
Ax C
O X
(a)
Y
& e\o‘\\ B
w0l 0 +e)
' [HE"
A Ax (1 +€\)\n_
2T Yy

O X

Figura 17 Nova deformacéo. Fonte: Beer et. al. (2014).



Pode-se escrever AS[1 + £(6)] em funcdo de 6, &, &, e Yy :
(AB") = (ACY + (CBY) - 2(AC) (CB) cos(5 + 1y ) (2.41)

(AS)*[1+ £(0)]* = (Ax)*(1 + &)* + (Ay)*(1 + ¢)?

—2(Ax)(1 + sx)(Ay)(l + sy)cos (% + yxy) (2.42)

Considerando Ax = (AS)cos6 e Ay = (AS)senf, e que y,, € muito pequeno, de maneira

que cos (g + yxy) = —SenYyy, = —Yiy,l€M-seque:
e(0) = g,cos*0 + g,sen*6 + y,, senbcosb (2.43)

Percebe-se que a Equacdo 2.25 expressa a deformacéo especifica normal ao longo do eixo x’,

_ (1—cos20)

dessa forma, através das equacdes sen26 = 2senfcosf, sen’6 e cos’0 =

1+cos26 . .
Q, ela pode ser reescrita da seguinte forma:

£y = s":gy + gx::y cos 26 + % sen 26 (2.44)

Para obter €, substitui-se 8 por 6 + 90°, chegando a:

£, = £x+£y_£x

e, vy
y > > cos 26 - sen 26 (2.45)

E para equacionar y,,, substituimos 6 por 6 + 45°, obtendo:

Yoryy = —(& — €&,) sen 26 — vy, cos 26 (2.46)



2.5.2 Construcdo do circulo de Mohr para estado plano de deformacéo

As equacbes que expressam 0s valores maximos de tensdes e angulos para o Circulo de Mo-
hr para tensBes sdo as mesmas para 0s maximos em deformac6es. Dessa forma, tem-se o seguinte

conjunto de equacoes:

Exte Ex— & 2 Yx 2
€12= —, -1 \/[ 2 y] + (Ty) (2.47)
Ext e
Emed = ——— (2.48)
2
VYmax no plano = 2R = \/(Ex - gy)z + (yxy) (2-49)
tan 20, = gy% para a deformacgéo normal maxima (2.50)
xT <y
tan 26, = — g’“y_ ' para a deformagdo cisalhante maxima (2.51)
xy

Para construir o Circulo de Mohr para deformac6es, tem-se por base a seguinte equacgéo de
circulo:

(gx, - gméd)z + )/x,yI2 = R? (252)

O resultado geral dessa equacéo esta representado na Figura 18abaixo:

37

@)

Figura 18 Circulo de Mohr para estado plano de deformacGes. Fonte: Beer et. al. (2014).



2.5.3 Construcado do circulo de Mohr para estado geral de deformacéao

De maneira semelhante ao estado geral de tensdes, Hibbeler (2010) ilustra um estado geral
de deformacgbes (Figura 19) que possui seis componentes normais e doze cisalhantes que pode ser
representado ap6s uma mudanca adequada nos eixos como um estado triaxial, onde o objeto passa a

estar sujeito a apenas deformagdes NOrmais &,, 4., Eint € Emin-

1525
SV
f/\‘
A
& \
o = N\ I |
/ % \\\ 2 Y, ni
Sia & ey
\/ |
1 \ X Y
O ( T A I ] \ €
\\L AN
SN’ /,/
\ P . o {
= < \‘\‘v<// v /
\ 7
\\'//

Figura 19 Circulo de Mohr genérico do estado geral de deformacges. Fonte: Hibbeler (2010).

De maneira semelhante ao estado geral de tens6es, segundo Villaga e Garcia (1996), o pro-
blema de encontrar as deformacgdes principais num estado geral consiste em resolver a seguinte e-

quacao:
& -3e?+3,6-3,=0 (2.53)
A resolucdo da equagdo (2.25) resulta em 3 valores €, sendo 0 maior ¢;, 0 intermediario &, e

0 menor g3. Cumpre notar que os parametros “J” necessarios na equagdo (2.53) sdo os chamados
INVARIANTES DE DEFORMAGCAO e séo dados, conforme Villaca e Garcia (1996), reescrevendo

€ab POr Yap, POr:

Ji=¢,+¢, +g, (2.54)



Ex X gx XZ & z

3, =|7 Tl |B Ty Ty (2.55)
7/Xy Ey j/xz gz 7/yZ 82
&y 7xy Vxz

‘]3 = yxy gy 7/yz (255)

Vxz 7yz &;

~ Aresolugdo de (2.53) é a mesma apresentada para o estado triplo de tensdes, usando
asFORMULAS DE CARDAN.



3. RESULTADOS

Além da revisdo bibliografica sobre o Circulo de Mohr, os resultados desta iniciacdo
cientifica incluem a criacdo do programa, em linguagem HTML/Javascript, que calcula o circulo
partindo de dados fornecidos pelos usuérios e gera um relatério pdf. Ao entrar na pégina,
disponibilizada em “http://vtp.ifsp.edu.br/nev/Mohr-tensao/mtensao.php?”, o usuario ird visualizar

0 seguinte:

INSTITUTO FEDERAL DE
EDUCAGAQD, CIENCIA E TECNOLOGIA
SAD PAULO

VOLTAR A PAGINA PRINCIPAL DO NEV

Titule ‘ Data ‘ Autor Orientador Tipo Curso

CALCULO DE CIRCULO DE 15/12/2016 Guilherme Augusto Prof. Gustavo Cabrelli Iniciagio Cientifica

MOHR Rodrigues Peres Pinto Nirschl com bolsa institucional Engenharia Civil

ox (MPa):
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Calcular e Desenhar
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Angulo da Tensdo principal (%) =
Tenséoe de cisalhamento (MPa) =
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Tensde média (MPa) =

GERAR PDF

Figura 20 Apresentacdo da pagina criada. Fonte: o proprio autor.

As figuras a seguir mostram os resultados fornecidos pela pagina a partir dos mesmos dados



de entrada do exemplo 2.3.2, descrito por Hibbeler (2010).
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2.3.2. Fonte: o proprio autor.

Figura 21 Resultados fornecidos pela pagina utilizando os mesmos dados de entrada do exemplo



O relatorio pdf gerado é apresentado em outra aba, e é apresentado da seguinte maneira:

. NEV: Ntcleo de Engenharia Virtual
Titulo: Célculo de Circulo de Mohr
. Data: 11/12/2016
PHSTATIITY FEDBRALDE Autor: Guilherme Augusto Rodrigues Peres Pinto
...E??Ff\?ﬂ‘01/C|ENC|AE'recnomﬁm Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
Tipo: Iniciagdo Cientifica com Bolsa Institucional
Curso: Engenharia Civil

CALCULO DE CIRCULO DE MOHR

Valores lidos:

Tenséo ox =-20 MPa
Tensao oy = 90 MPa
Tensao txy = 10 MPa
Angulo de inclinagéo = -30°

CALCULO COM PANO DE REFERENCIA ROTACIONADO EM -30°

Para calcular a as componentes das tensdes usa-se as seguintes equagoes:

_ (oxtay) (ox = oy )
gy =ik —Z—COSZB + 7,y5en26
(vx—ayj
Tulyt = — ————sen26 + 1,,c0s26
(ox +oy) (ox = oy )
g, = =% — =T 0520 —1,,5en26
>

2

Aplicando essas equagdes aos dados fornecidos, obtém-se os seguintes valores:
ox' =-1.160 MPa

oy =71.160 MPa

™Yy =-42.631 MPa

CALCULO DAS TENSOES PRINCIPAIS

Para calcular as tensdes e dngulos principais, usa-se as seguintes equagdes:



2

- a—
(oy +oy) (oy — oy )1*
gy = = + J[—xq 1 ] + Toy”

rm'-%w

2
= 2
Tmax no plane — \} ] + Txy

(ox +ay)
Oméd = 2 :
Txy
tgze,, = W
(Ox =y )
tng?s = _u

Txy

Sendo 8p o dngulo da tensdo principal normal, e Bs o angulo da tensdo maxima de
cisalhamento.

A partir dos dados fornecidos aplicados a essa equagao, obtém-se os seguintes valores para
tensdes principais, seus respectivos angulos de ocorréncia e o valor da tensdo média:

Tensdes principais: 90.902 MPa e -20.902 MPa
Angulos das tensdes principais: -5.152° e 84.848°
Tensdo de cisalhamento: 55.902 MPa

Angulos da tensao de cisalhamento: 39.848° e 129.848°
Tensdo média: 35.000 MPa

Uma observagao importate a se fazer é referente aos angulos obtidos: tanto a equagao dos
angulos principais quanto a dos angulos de cisalhamento oferecem quatro angulos possiveis,
gue tem intervalo de 90° entre eles. Aqui se fornecem apenas dois angulos consecutivos dos
resultados possiveis.

Agora que ja se possui varios dados necessarios a construgédo do Circulo de Mohr, deve-se usar
o seguinte conjunto de equagdes para determinar o centro do circulo e seu raio:

-

(o, — Jméd): + Tx";"z =R

gxtoy
Omeéd = -

-

Com a aplicagao dessas equagdes, obtém-se um circulo com as seguintes caracteirsticas:

Centro do circulo em C(35.000, 0)
Raio do circulo = 55.902

Caso haja na figura circulos com menos destaque, eles representardo os giros ao redor dos
eixos x ey, trazendo a abrangéncia do circulo a terceira dimensao.



CIRCULO DE MOHR

Circulo de Mohr o1 =90.902
02 =-20.902
55.902 C=(350)
90
a2 al
10, o

20

T

Figura 22 Resultado do relatorio pdf. Fonte: o préprio autor

Para o Circulo de Mohr para deformacbes e suas transformacgBes no plano, a pagina
apresenta-se de uma forma muito semelhante. Oferece um espago para preencher com as
deformacdes sofridas pelo material, oferece o desenho do circulo e oferece um relatério em pdf.
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Figura 23 Apresentacdo da pagina Ciculo de Mohr para Deformacéao




Ao gerar um circulo, a pagina calcula as transformacdes no plano e fornece as deformacoes
maximas e seus respectivos angulos, como mostra a figura 24:
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Figura 24 Resultados fornecidos pela pagina para deformagdes

Ao pressionar o botdo “GERAR PDF”, uma outra aba no navegador se abre, fornecendo um
relatério pdf nos seguintes moldes:



. NEV: Nucleo de Engenharia Virtual
:' Titulo: Célculo de Circulo de Mohr para deformagdes
. Data: 11/12/2016
...'NST'T"T“EDE““'-DE Autor: Guilherme Augusto Rodrigues Peres Pinto

Ao, CIE . f
E'?,'f'q?_- 4 e Orientador: Prof. Gustavo Cabrelli Nirschl
Tipo: Iniciagao Cientifica com Bolsa Institucional
Curso: Engenharia Civil

CALCULO DE CIRCULO DE MOHR PARA DEFORMAGOES

AS(1+e,) /

AS(1+g)
%‘va n
2 +VXy

Valores lidos:
Tensdoex=-20p
Tensdoey=90p
Tensaoyxy =10y

Angulo de inclinagao = -30°

CALCULO COM PANO DE REFERENCIA ROTACIONADO EM -30°

Para calcular as componentes das deformacgfes usa-se as seguintes equagdes:

Ex+ £y Ex— Eyr Yoy
& = *_2L+ %COSZG + % sen 20

Ext &y  Ex—Ey Yy
= x—‘“—%cosZS— ?sen 26

Yoryr = —(&x — &) sen 28 — y,,, cos 20

Aplicando essas equagdes aos dados fornecidos, obtém-se os seguintes valores:

ex' =3.170
gy' =66.830
yx'y' =-90.263 p

CALCULO DAS DEFORMAGCOES PRINCIPAIS

Para calcular as deformagdes e dngulos principais, usa-se as seguintes equagoes:



Ext Ey
Emed = — 5

Ymixno plane = 2R = J(“—'x - EJ‘)Z + (y-\‘)‘)‘

¥xy

tan 26, =
Ex— ey

Ex—Ey
tan26, = — —=%

Yxy

Sendo Bp o dngulo da deformagao principal normal, e 8s 0 angulo da deformagao maxima de
cisalhamento.

A partir dos dados fornecidos aplicados a essa equagao, obtém-se os seguintes valores para
deformagdes principais, seus respectivos angulos de ocorréncia e o valor da deformacéo
média:

Deformagoes principais: 90.227 p e -20.227 p

Angulos das deformagées principais: -2.597° e 87.403°

Deformacéo de cisalhamento: 55.227 p

Angulos da deformacao de cisalhamento: 42.403° e 132.403°

Deformacao média: 35.000 p

Uma observagao importate a se fazer é referente aos angulos obtidos: tanto a equagéo dos
angulos principais quanto a dos angulos de cisalhamento oferecem quatro angulos possiveis,
que tem intervalo de 90° entre eles. Aqui se fornecem apenas dois dngulos consecutivos dos

resultados possiveis.

Agora que ja se possui varios dados necessarios a construgao do Circulo de Mohr para
deformgoes, deve-se usar a seguinte equagao para determinar o centro do circulo e seu raio:
(Ex' - Eméd): + Yx')-': = R:

Com a aplicagdo dessas equagdes, obtém-se um circulo com as seguintes caracteirsticas:

Centro do circulo em C(35.000, 0)
Raio do circulo = 55.227

Caso haja na figura circulos com menos destaque, eles representarao os giros ao redor dos
eixos x e y, trazendo a abrangéncia do circulo a terceira dimensao.

CIRCULO DE MOHR PARA DEFORMACOES

Circulo de Mohr para Deformacoes e1=90.227
€2 =-20.227

110.454 € =(350)

v 2

Figura 25Relatorio pdf para deformacéo



4. CONCLUSOES

A pégina criada mostra resultados coerentes com varios exemplos retirados de Hibbeler
(2010) e Beer (2011). De acordo com a meta inicial do projeto, a visualizagdo de todo o passo a
passo de resolugdo em arquivo pdf permite a profissionais, professores e estudantes compreenderem
melhor a criacdo de Circulos de Mohr de Tenséo e Deformacéo.

Por fim, cumpre citar que os programas poderdo sofrer melhorias em relacdo ao que foi
apresentado neste relatorio para se adequarem aos objetivos pedagodgicos, de modo a facilitar a
compreensdo dos alunos e de qualquer pessoa que acessar o site. Portanto, esperam-se atualizacbes
oportunas na interface, graficos e relatorio de cada pagina, considerando que a iniciacdo cientifica

ird continuar.
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